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Carlo Felice Manara

PROGRAMMAZIONE E DECISIONE
IN MATEMATICA ELEMENTARE

Esperienze e proposte
di didattica matematica. 8

1 - Sarcbbe farsi delle grandi illusioni il credere di poter
dare una definizione completa ed esaustiva della mate-
matica. La celebre frase di B. Russell che descrive la ma-
tematica come « quella scienza in cui non si sa di che
cosa si parla, e non si sa se cid che si dice ¢ vero », na-
sconde una grande verita sotto l'aspetto un po’ parados-
sale. Si potrebbe tuttavia osservare che questa frase, pur
essendo brillante ¢ — a modo suo — profonda, non pre-
senta tutti i caratteri della matematica. 11 fatto che la
complessita di questa scienza sfugge ad una definizione
completa & forse un vantaggio, perché permette di sfor-
zarsi di dire cose diverse e di illustrare certi aspetti che
sono forse meno comunemente considerati. Occupandoci
di questioni a livello molto pitt basso, vorremmo cercare
di dare qualche esempio che serva di aiuto nell'opera
didatrica, porgendo l’occasione agli insegnanti di attira-
re l'attenzione degli allievi su un aspetto della matemati-
ca che si distacca dalla immagine volgarmente arttribuita
a questa materia; essa invero viene studiata (quando lo
€) spesso come un insieme di ricette, di procedure, di
regole e di formule. Non & raro il caso in cui, di fronte
a certi problemi che non si possono risolvere con la
utilizzazione di una formula, il giovane rinunci, dicendo
che «non si pud risotvere ». Egli intende esprimere con
queste parole il fatto che non possiede (0 non ricorda)
formule che diano la soluzione.

Questo atteggiamento pud anche essere dettato dalla pi-
grizia, ma forse & anche fondato su una visione non
troppo ampia della materia, da fare risalire forse al tipo
di insegnamento ricevuto. Proprio per contrastare questa
visione, vorremmo sforzarci di dare cittadinanza nell’am-
bito della matematica, ad ogni procedura che sia razio-
nale ¢ che utilizzi in qualche modo il procedimento di
simbolizzazione che & una delle caratteristiche detla ma-
tematica.

Vorrei poter insistere su entrambi i caratteri del ragio-
nare matematico ai quali ho accennato; anzitutto sul ca-
rattere di razionalita del comportamento, per avere pili
informazioni su una determinata questione di quanto se
ne avevano al momento in cui il problema & stato fbr-
mulato. Si esclude quindi il tirarc ad indovinare, la con-
sultazione di veggenti e altre cose.

In secondo luogo la procedura per ottenere ulteriori in-
formazioni ¢ quella di utilizzazione di determinati sim-
bolismi, che possono essere svariatissimi da caso a caso,

' 1 quali con la loro sintassi interna permettono di dedur-

re le proprieta della realtd che si vuole rappresentare ol
linguaggio dei simboli scelti.

Tra le procedure che stanno diventando di moda in que-
sti ultimi tempi, sono da ricordare quelle che si chiamano
comuncmente pracedure di programmazione.

Esse sono rese quasi necessarie per le numerose questio-
ni di tecnica e di economia che vengono poste da que-
ste scienze alla matematica. Ne consegue dunque che la
matematica si arricchisce di procedimenti e di simboli
che erano sconosciuti 0 non comunemente impiegati sol-
tanto qualche decennio fa, ma che non escono dallo sche-
ma concettuale della nostra scienza, cosi come vorremmo
cercare di presentarlo.

E vorremmo osservare ulteriormente che questi procedi-
menti non sono necessariamente ad alto livello; al contra-
rio riteniamo che l'insegnante accorto possa attirare 1'at-
tenzione degli studenti su questi aspetti della materia ad

" ogni livello di insegnamento, addirittura pensiamo al li-

vello elementare. Lo scopo da conseguire dovrebbe esse-
re da una parte il suscitare I'interesse degli allievi e dal-
l'altra quello di far loro prendere 1'abitudine deli’analisi
logica rigorosa dei comportamenti e la coscienza esplicita
delle leggi della logica che sono utilizzate in modo per
cosi dire « paturale » nei nostri comportamenti, anche i
pilt banali.

2 - Per dare un esempio di cid che vorremmo esprimere,
vorremmo soffermarci su una operazione del tutto elemen-
tare che consiste nella ricerca di un portone di cui si
conosce il numero, in una data strada. Si potrebbe pen-
sare che questa operazione non ha nulla di scientifico e
soprattutto non ha nulla a che vedere con la matematica.
Ci permettiamo di dissentire da questa opinione, perché
pensiamo che la ricerca in questione sia molto facilitata,
anzi acquisti il carattere di un procedimento ad esito
~sicuro quando si tengano presenti_ due circostanze fon-
damentali: anzitutto i numeri dei portoni sono stati as-
segnati con l'osservanza di certe convenzioni e pertanto
si presentano come nomi di cerle cose (i portoni) che
appartengono ad un certo linguaggio (quello dei simboli
della matemalica); in secondo luogo il linguaggio scelto
ha certe proprietd che permettono di dedurre logicamen-
te altre informazioni da quelle che si posseggono al-
'inizio.

Si pensi infatti ad una assegnazione di nomi che faccia
riferimento alle professioni degli abitanti: in questa ipo-
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tesi non vi & alcuna ragione perché la « porta del bar- Sei davanti al portone di numero n ; N & pari :
biere » sia sullo stesso marciapiede di quella « del sarto ». PARTENZA

Invece se nell’assegnazione dei numeri si seguono le con-
venzioni abituali, allora per esempio i due portoni.che
portano due numeri che hapno la stessa paritd sono sem-
pre sullo stesso marciapiede.

Ora pud essere interessante analizzare il comportamento
di un cittadino che ricerca un portone che porta un cer-
to numero N in una strada nella quale i numeri dei
portoni sono stati assegnati secondo la convenzione abi-
tuale; in forza di questa, se si percorre la strada nel
senso dei numeri crescenti, si hanno i numeri pari alla
destra ed i dispari alla sinistra, ¢ due portoni successivi
su un medesimo marciapiede hanno ovviamente numeri
(pari o dispari) immediatamente successivi.

Ripetiamo che 1’analisi che segue pud essere giudicata inu-
tile e tale da rendere complicata una operazione per sé
semplice; ma a nostro parere not la giudichiamo tale per-
ché per abitudine compiamo tutte le operazioni molto
rapidamente e senza rendercene esplicitamente conto. Men-
tre invece & utile analizzare ogni momento del procedi-
mento per renderci conto esplicitamente delle due circo-
stanze essenziali che ebbiamo ricordato poco fa.

Il programma per la ricerca pud essere “presentato sot-
to l'aspetto del diagramma di flusso (che viene spesso
indicato con |'espressione inglese flow chart); e lo pre-

travaras la etrada, portendoti
no sul marciapisde opposto, 8

ins fino ad un portone:
sia n il numero di questo

- 'S
sel arrivato @

sostituisci
n+1adn

i

caméina Jungo §
marciapiede, tenando

& caso slin tus destra
fino ad arrivare al

primo portone mcessivo
a quello davanti al

sentiamo qui perché pensiamo che ]a compilazione di quele 1 trovi

un diagramma di flusso sia utile per acquisire la menta-

litd matematica, proprio per le ragioni che abbiamo espo-

sto ripetutamente.

Supponiamo dunque che il cittadino cerchi il portone che ina lungo il marciapied

corrisponde al numero N e che si trovi di fronte ad un e arercarey lia thoa sinistra o] sostituisci
portone che porta il numero n. portane succatsivo s quulo n—1edn

Il programma pud essere stilato in due parti, che corri- davantt sl quale ti trovi

spondono alle due lpote51 di N pari ¢'di N dlsparl‘ ’ TAB. 1

Sia anzitutto N pari; si hahno allora le operazwm logi- 1

che e pratiche della Tab. 1.

Nel caso in cui N sia dlspan si ha un diagramma analo-
go a questo, che si ottiene scambiando nel secondo le pa-
role « pari » e « dispari » tra loro e' pure le parole « de-
stra » € « sinistra » tra loro.

ponin = 1

Il programma che abbiamo elaborato or ora si riferisce
ad un problema pratico; tuttavia ricordiamo che nella
matematica, anche elementare, i procedimenti analoghi o ‘\ ——
sono molto comuni. Tali sono per esempio molti proce- n+isdn
dimenti che si riferiscono alle operazioni aritmetiche che ! 3
vengono spesso chiamate « inverse »: per esempio la ri-
cerca del quoto tra due numeri naturali oppure il calcolo 3";::?:“‘ '
della radice quadrata di un numero razionale.

Diamo degli esempi relativi al primo dei due problemi;
a tal fine, dati che siano due numeri interi naturali a e
¢ (con ¢ = 0) indichiamo col simbolo quot(a, c) il mas- : dy>a
simo intero che moltiplicato per ¢ da un risultato non
superiore ad a.

[l programma potrebbe essere formulato nel modo descrit-
to in Tab. 2. .

no

quoYa.c) = n—1

[1 programma che abbiamo dato or ora rientra nella in-
terpretazione della ricerca del quoto tra due numeri, de-
scritta talvolta come « operazione inversa della moltipli- °

cazione »; & possibile tuttavia concepire la ricerca del
quoto come operazione di « sottrazioni successive ».

TAB. 2
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2]

PARTENZA

confronta
ccon e

<>

no

& quotja,c) = 0

poni a (0) = a

)

ponin =1

'

calcola [
a(n) = a{n-1) -c i 4

?

confronta
c con a(n)

sostitursci
n+1adn

& c>a{n) -

?
’
’ st

n = guot{a.c)

in quuesta seconda maniera di vedere il calcolo di
quot (a, ¢) potrebbe essere ottenuto con un procedimento
la cui programmazione ¢ data dal diagramma di flusso
di Tab. 3. -

Si potrebbe trattare per esercizio il problema di dimostra-
re la sostanziale equivalenza dei due procedimenti; un
problema pure interessante sarebbe quello di costruire il
diagramma di flusso del procedimento abitualmente inse-
gnato nei corsi di aritmetica elementare; cid porterebbe a
constatare il fatto che certe « regole » non sono altro che
una programmazione razionale di tentativi per giungere ad
un determinato scopo. ‘
Come abbiamo gia detto ripetutamente, I'analisi che ab-
biamo svolta non ha lo scopo di complicare le cose (come
si potrebbe pensare a prima vista) ma di rendere conto
esattamente del significato di tutte le operazioni logiche
ed aritmetiche che si fanno, anche per una operazione a
livello elementare.

TAB. 3

3 - H lettore si sara accorto che nei procedimenti elemen-
tari esposti finora si incontrano dei momenti fondamenta-
li nei quali si confrontano tra loro due numeri. Cid ci
convince ancora una volta che per condurre a termine
tali procedimenti si sfrutta in modo essenziale una pro-
pricti dell'insieme numerico: tale proprietd potrebbe es-
sere cspressa in parole dicendo che l'insieme dei numeri
naturali & totalmente ordinato, avendo come relazione di
ordine quella che viene espressa con le parole « maggio-

. re di» oppure « minore di ». Sarebbe molto istruttivo
. analizzare anche altri procedimenti che hanno sostanzial-

N

g

mente lo stesso fondamento: si pensi per esempio alla
ricerca di una parola in un vocabolario. Non ci soffer-
miamo qui su queste idee, bastandoci aver accennato a
questi fatti per cercare di suscitare nel lettore la ricerca
di altri esempi che sono si @ementari ed abituali, ma
sono pure istruttivi. ai fini che c¢i proponiamo. Vorrem-
mo invece fare un passc avanti, osservando che il proce-
dimento di confronto tra due numeri trova applicazione
in una miriade di problemi pratici che potrebbero essere
classificati sotto la denominazione comune di « problemi
di ottimizzazione ».

In questi problemi, che si presentano spessissimo nella
pratica e nella tecnica, si tratta sostanzialmente di ricer-
care il massimo (o il minimo) di un insieme numerico,
dato sotto varic forme e sotto varie ipotesi vincolative.
Tale & per esempio il problema classico dell’analisi ma-
tematica che consiste nella ricerca del valore massimo pre-
so da una data funzione reale f(x) di una variabile rea-
le x in un certo intervallo.

Sappiamo bene che nella, ipotesi che la funzione ammetta
derivate nell'intervallo considerato, il problema viene ri-
condotto alla ricerca delle radici della derivata f’ (x).

In altre parole, le ipotesi enunciate permettono di ricon-
durre il problema della ricerca del massimo ad un altro
problema (quello della ricerca delle radici di una equazio-
ne) che si presume pib semplice.

Tuttavia vi sono moltissimi casi in cui le ipotesi non
sono valide e quindi il procedimento della ricerca del
massimo dell’insieme numerico deve essere ricondotto al
confronto diretto. Questi casi sono talvolta molto istrutti-
vi, perché permettono all'insegnante di mettere in rilievo
I'importanza della utilizzazione metodica delle proprieta
formali della relazione d'ordine nell’insieme dei numeri
reali.

[noltre questi casi permettono anche di richiamare l'at-
tenzione sul fatto che il comportamento razionale consi-
ste nella programmazione esatta, che permetta di assicu-
rare che si sono esaminati veramente tutti gli elementi
dell’insieme numerico. L’esempio che analizzeremo subito
permetterd di precisare ulteriormente il nostro pensiero.
Si consideri la tabella IV; in essa & dalo un reticolato
cartesiano in cui sono segnati con circoli soltanto i pun-
ti a coordinate intere. | circoli sono divisi in due meta:
in alto a sinistra sonp dei numeri interi che possono es-
sere considerati come i valori di una funzione.
Consideriamo una spezzata che parta dal punto piu in
basso a sinistra (l'origine del sistema cartesiano) e tocchi
cinque circoli; gli spostamenti possono essere fatti con
passi elementari, diretti in alto oppure a destra.

Pertanto ad ogni passo viene raggiunta una delle linee
oblique discendenti dall’alto a sinistra al basso verso de-
-stra. Ad ogni cammino viene attribuito un valore intero
che si ottiene sommando i rumeri scritti (in alto a sini-
stra) in ogni cerchietto toccato; si tratta di scegliere il
cammino a cui corrisponde il numero massimo. Per que-
sto problema elementare non si direbbe che esistano re-
gole, almeno nel senso comune del termine, per la so-
luzione.

A prima vista, un modo sicuro per programmare la ri-
sposta & quello di escogitare un simbolo per rappresenta-
re tutti i cammini possibili, di guisa che si possa rag-
giungere la sicurezza di aver computato tutte le possi-
bili somme.
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Un modo per raggiungere questo scopo potrebbe essere
il seguente: attribuiamo il simboto « 1 » ad ogni tratto
orizzontale ed il simbolo « 0» ad ogni tratto verticale;
allora un cammino sarad rappresentato da un simbolo co-
stituito dalla successione di cinque simboli elementari.
Questa scelta ci offre anche la possibilitdh di determinare
il numero di possibili cammini: invero se interpretia-
mo i simboli scelti come cifre di numerazione in base
due, il numero di cammini & dato dal massimo numero
rappresentabile in base due con cinque simboli; poiché
si hanno due scelte per ogni posto, & subito visto che
il numero dei cammini & 2° = 32. I cammini possibili
si potranno elencare tutti nel modo seguente: si scrivano
tutti i numeri, da zero a 31 estremi inclusi, e poi si rap-
presentino in base due, completando eventualmente con
delle cifre zero a sinistra, fino ad ottenere in ogni caso
una successione di cinque simboli. Si otterranno cosi 32
numeri interi, tra i quali si potra scegliere il maggiore.
Questo procedimento potrebbe essere considerato come
troppo pesante, ma osserviamo che esso & perfettamente
sicuro e razionale. Si pud tuttavia cercare di rendere il
procedimento meno faticoso e pill elegante utilizzando
qualche osservazione che faremo subito e che, opportu-
namente generalizzata, forma la base del metodo della
« Programmazione dinamica » del Bellmann. A tal fine
prendiamo in considerazione le linee oblique discenden-
ti da sinistra in alto a destra in basso, che segnano i
vari passi di ciascun cammino. Supponiamo di essere
giunti con un determinato cammino ad un punto della
penultima linea; da questo punto possiamo muoverci sol-
tanto in due modi, andando ad un punto dell'ultima: o
camminando verso destra oppure verso l'alto, e ci por-
teremo cosi sull’ultima linea. Ora se il cammino che ab-
biamo percorso fino a quel punto & ottimale (cioé tgle
da darci la somma massima) dovremo scegliere come
ultimo passo il cammino €lementare che ci porta al pun-
to dell'ultima linea nel quale si ha il valore maggiore
della funzione. Pertanto ripetendo il ragionamento per
ogni punto della penultima linea, saremo condotti a con-
giungere ogni punto di questa con uno solo dei due pun-
ti dell'ultima che da esso sono raggiungibili. {n altre pa-
role, se siamo giunti ad un punto della penultima linea,
il cammino elementare successivo ¢ obbligato. Possiamo
quindi ignorare i punti dell’'ultima linea, a patto di som-
mare il numero che compete a ciascuno di essi al valo-
re che compete all'unico punto della penultima, che pud
essere congiunto con esso da un cammino elementare che
fa parte di un cammino ottimale. Pertanto in ogni cer-
chietto della penultima linea scriveremo, nella parte a de-
stra in basso finora libera, la somma dei valori della fun-
zione che competono a quel punto ed a quello dell'ulti-
ma linea col quale esso & congiunto. Siamo cosi ricon-
dotti ad un problema nel quale i passi da compiere sono
soltanto quattro, purché consideriamo come valori della
funzione sui punti della penultima linea le somme che
abbiamo gia calcolate. E chiaro ora che il procedimento
pud essere ripetuto per la terz'ultima linea e conduce chia-
ramente alla determinazione del cammino cui compete
il valore ottimale; & anche chiaro che sulla qualita di
ottimalitd di tale percorso non influisce il valore della
funzione nell’origine, valore che pertanto non & stato as-
segnato. In figura il percorso ottimale & stato segnato con
trecce. Se vogliamo adottare il simbglismo che abbiamo

spiegato prima, ad esso competerebbe il simbolo 101Jf,
Osserviamo infine che i calcoli ed i ragionamenti svolti
sono ad un livello assolutamente elementare e quindi po-
trebbero utilmente essere presentati da insegnanti che de-
siderino svegliare l'interesse degli allievi e dare una im-
magine pi0t aperta e nuova délla matematica.

RECENSIONI

Terzo convegnu‘ sull'insegnamento della matematica (Bologna 28-29-30
aprile 1977), a cura di Picrgiorgio Gherardini e Giuseppe Pirillo, Unio-
ne Matematica ltaliana, Bologna 1977, pp. 418, prezzo non indi_ca(o.

L'importanza della manifcstazione e degli atti pud essere, oltre che
affermata comc parere personale, indicata riportando sommariamente
i riferimenti dell'indice.

Prima giornuta - 28 aprile 1977 Introduzione del prof. V. Villani:
Relazioni sull'attivitd dei nuclet di ricerca didattica del contratto
CNR-UMI; Relazioni su altre sperimentazioni didattichc; Inteeventi
nel dibattito. Seconda giornata - 29 aprile 1977: Saluipo dell‘assessore
i beni culturali e ambientali della Rcgione Emilia-Romagna: Ulte-
jori informazioni su attivita didatiiche: Interventi net dibattito;
Formazione ed aggiornamento degli insegnanti — ricerche su « Biblio-
teche e laboratori tipo» (introduzione, rclazioni. interventi nel dibat-
tita): L'insegnamento di « Matematica ed Osservazioni scienlifiche »:
riflessioni ¢ proposte su programmi ¢ metodi (relazioni e interventi
nel dibattito). Terza giornata - 30 aprile 1977: Scuola secondaria su-
periore (relazioni e interventi nel dibattito); Problemi della riforma
della scuola secondaria (sintesi dei lavori del convegno. osservazioni,
interventi nel dibattita). Appendice: Notizic sui contratti; Relazioni
presentate per la pubblicazione; Allegati a relazioni prescntate al
convegno: Disegni e proposte di leggi.

Non essendo possibile soffermarsi qui ad analizzare relazioni e inter-
venti, c¢i limitiamo a richiamare i punti che il prof. V. Villani ha in-
dicato, nella sua «sintesi », come particolarmente significativi:

1) positivita dell’iniziativa del contratto UMI-CNR: 2) esigenza di
estendere l'attivitda di aggiornamenio ai docenti della scuola media
infcriore e ai maestri della scuola clementare:  3) difficolts di pro-
grammare una sperimentazione significaliva nel (ricnnio delle supe-
riori a causa dellc incertezze sulla strutipra legislativa; 4) problemi
legislativi ¢ necessitd di un aumenio del peso complessivo della ma-
tematica e delle materie scientifiche; 51 necessith di consulenza delle
Universita e delle Associazioni scicntifiche per 1'aggiornamento degli
insegnanti; 6) partecipazione al convegno di non matematici;) 7) op-
portunitda — per il futuro — di convegni per l'approfondimento di temi
specifici.

(continua a pag. 32)



